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1 Komplexńı č́ısla

• Euler̊uv vztah

ej·x = cos(x) + j · sin(x), kde j =
√
−1

• Tvary komplexńıho č́ısla ẑ

– Součtový tvar ẑ = a + j · b

∗ a = Re{ẑ}...reálná část ẑ

∗ b = Im{ẑ}...imaginárńı část ẑ

– Exponenciálńı tvar ẑ = Z · ej·ϕ

∗ Z = |ẑ|...velikost ẑ

∗ ϕ...argument (fáze) ẑ

1 KOMPLEXNÍ ČÍSLA
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Základy elektrotechniky, Jindřich Sadil
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• Převody komplexńıch č́ısel

– Polar → Rectangular

∗ a = |ẑ| · cos(ϕ)

∗ b = |ẑ| · sin(ϕ)

– Rectangular → Polar

∗ Z =
√
a2 + b2

∗ ϕ = arctan b
a...tento vztah neplat́ı vždy!

1 KOMPLEXNÍ ČÍSLA
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2 Harmonické veličiny

• Harmonické veličiny lze vyjádřit jako

u(t) = Um · sin(ω · t + ϕ0U)

i(t) = Im · sin(ω · t + ϕ0I)

– u(t) resp. i(t)...okamžitá hodnota napět́ı [V] resp. proudu [A]

– Um resp. Im...amplituda (maximálńı hodnota) napět́ı [V] resp.

proudu [A]

– ω = 2π
T = 2πf ... úhlová rychlost (frekvence) [rad/s], kde

∗ T ...perioda [s]

∗ f ...frekvence [Hz]

– ϕ0U resp. ϕ0I ...počátečńı fáze napět́ı resp. proudu

T 2 T
t

Um

u(t)

0
-
φ0U

ω

2 HARMONICKÉ VELIČINY
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3 Harmonický ustálený stav

• Podmı́nky H.U.S. v elektrickém obvodu

– Všechny aktivńı prvky dodávaj́ı harmonické napět́ı a/nebo proudy o stejné

frekvenci (kmitočtu)

– Všechny obvodové prvky jsou lineárńı

– Obvod je v ustáleném stavu (po odezněńı přechodných děj̊u spojených např.

s připojeńım zdroj̊u)

• Důsledky H.U.S. v elektrickém obvodu

– Časový pr̊uběh všech obvodových veličin (na všech prvćıch) je harmonický s kon-

stantńı amplitudou v čase.

3 HARMONICKÝ USTÁLENÝ STAV
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4 Fázory

Harmonický pr̊uběh definuj́ı tři parametry: amplituda, frekvence, počátečńı fáze.

Z úpravy harmonického napět́ı dojdeme k definici fázoru

u(t) = Um · sin(ω · t + ϕ0U) = Im{Um · ej(ω·t+ϕ0U )} = Im{Um · ejϕ0U · ejωt}

• fázor Ûm = Um · ejϕ0U , popř. Û = U · ejϕ0U = Um√
2
· ejϕ0U

• Fázor je komplexńı č́ıslo, které reprezentuje amplitudu a počátečńı fázi harmonické

veličiny. Např.:

– Harmonickému napět́ı u(t) = 3 · sin(400 · t + 2) odpov́ıdá fázor Ûm = 3 · e2j

– Fázoru Îm = 6 · e0.3j odpov́ıdá harmonický proud i(t) = 6 · sin(ω · t + 0.3)

4 FÁZORY
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Poč́ıtáńı s fázory

• ˆU1 + U2 = Û1 + Û2...fázor součtu je roven součtu fázor̊u

• dÛ
dt = jω · Û ...derivaci fázoru odpov́ıdá násobeńı komplexńı konstantou jω

•
∫ t

0 Ûdt = 1
jω · Û ...integraci fázoru odpov́ıdá děleńı komplexńı konstantou jω

Ukázka odvozeńı derivace fázoru:

d

dt
Um · sin(ω · t + ϕ0U) =

d

dt
Im{Ûm · ejωt} = Im{jωÛm · ejωt}

4 FÁZORY
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Základy elektrotechniky, Jindřich Sadil
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5 Fázový posun

Fázový posun ∆ϕ [rad] je rozd́ıl fáźı dvou harmonických pr̊uběh̊u o stejné frekvenci.

Obrázek ukazuje dva harmonické pr̊uběhy o stejné frekvenci s r̊uznými amplitudami a

r̊uznými počátečńımi fázemi. Obrázek vycháźı z toho, že sinusový pr̊uběh je pr̊umětem

y-ové souřadnice koncového bodu rotuj́ıćıho vektoru jako funkce času.

5 FÁZOVÝ POSUN
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6 Impedance

Chováńı základńıch prvk̊u při harmonickém buzeńı lze odvodit z obecných

vztah̊u mezi napět́ımi a proudy na prvćıch R, L a C při uvažováńı sinusových pr̊uběh̊u

napět́ı a proud̊u.

Rezistor o odporu R: ÛR = R · ÎR
Induktor o indukčnosti L: ÛL = LdÎL

dt = jωL · ÎL
Kapacitor o kapacitě C: ÛC = 1

C

∫ t
0 ÎCdt = 1

jωC · ÎC

Při harmonickém buzeńı je fázor napět́ı je pro všechny prvky př́ımo úměrný fázoru proudu!

6 IMPEDANCE
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Zobecněný Ohmův zákon pod́ılem fázor̊u napět́ı a proudu definuje impedanci Ẑ:

Ẑ =
Û

Î
[Ω]

Pozor, pojem impedance má smysl pouze pro harmonické pr̊uběhy napět́ı a proud̊u!

Impedance základńıch pasivńıch dvojpól̊u:

6 IMPEDANCE
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Pro impedance plat́ı vše co bylo odvozeno na základě Ohmova zákona, jako např.:

• dvě impedance v sérii lze nahradit jako Ẑcelk = Ẑ1 + Ẑ2

• dvě impedance paralelně lze nahradit jako Ẑcelk = Ẑ1·Ẑ2

Ẑ1+Ẑ2

• vztahy pro dělič napět́ı, dělič proudu

• transfigurace trojúhelńık-hvězda a hvězda-trojúhelńık

• Thevenin̊uv teorém (viz dále předn. o zdroj́ıch)

• metoda postupného zjednodušováńı

• metoda superpozice

6 IMPEDANCE
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Základy elektrotechniky, Jindřich Sadil
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7 Analýza harmonických obvod̊u

Použ́ıvá se (Steinmetzova) symbolicko-komplexńı metoda. Postup:

1. Identifikace harmonického ustáleného stavu

2. Převod z oblasti času do oblasti fázor̊u

• Převod zadaných časových pr̊uběh̊u napět́ı a proud̊u na fázory napět́ı a proud̊u

• Převod odpor̊u rezistor̊u, indukčnost́ı induktor̊u a kapacit kapacitor̊u na impe-
dance rezistor̊u, induktor̊u a kapacitor̊u

3. Vyřešeńı obvodu jakoby odporového obvodu (se zdroji konstantńıch napět́ı a proud̊u
a s rezistory). Ovšem konstantńı napět́ı/proudy zdroj̊u jsou fázory (tj. komplexńı
č́ısla) a mı́sto hodnot odpor̊u jsou impedance (komplexńı č́ısla). Lze použ́ıt jakou-
koliv vhodnou metodu analýzy obvod̊u (viz přednáška o stejnosměrných obvodech).
Analýzou se źıskaj́ı výsledná napět́ı a proudy jako fázory.

4. Převod fázor̊u do oblasti času. Fázory se převedou na sinusové funkce času, frekvence
obvodu se neměńı.

7 ANALÝZA HARMONICKÝCH OBVODŮ
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Řešený př́ıklad Pro ustálený obvod podle horńıho obrázku určete časový pr̊uběh napět́ı

na induktoru uL(t), je-li zadáno napět́ı zdroje u(t) = 10 sin(2π50·t+0.5) V, odpor rezistoru

R = 5 Ω a indukčnost induktoru L = 8 mH

Řešeńı (pořad́ı krok̊u z minulého sńımku):

1. Obvod je v harmonickém ustáleném stavu

2. Převod na fázory a impedance: u(t) → Ûm = 10 · ej·0.5 V, R → ẐR = R = 5 Ω,

L→ ẐL = jωL = j · 314 · 8 · 10−3 = 2.5j Ω.

3. Řeš́ıme obvod na spodńım obrázku.

ÛLm =
ẐL

ZR + ẐL
· Ûm =

2.5j

5 + 2.5j
· 10 · ej·0.5 =

2.5ej·1.57 · 10ej·0.5

5.59ej·0.46
= 4.47ej·1.61

4. Převod výsledku: ÛL → uL(t) = 4.47 sin(2π50 · t + 1.61) V

7 ANALÝZA HARMONICKÝCH OBVODŮ
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8 Výkon v harmonických obvodech

Předpokládejme dvojpól protékaný proudem i(t) = Im · sin(ω · t + ϕ0I), jehož svorkové
napět́ı je u(t) = Um · sin(ω · t + ϕ0U).

• Okamžitá hodnota výkonu je p(t) = u(t) · i(t)

• Pomoćı znázorněńı ve fázorovém diagramu lze proud rozdělit do činné složky Iĉ (ve
směru napět́ı) a jalové složky Ij (ve směru kolmém na napět́ı).

– Iĉ = I · cosϕ činná složka proudu

– Ij = I · sinϕ jalová složka proudu

• Okamžitá hodnota výkonu činné složky pĉ(t) = UIĉ(1− cos 2ωt)

• Činný výkon je středńı hodnotou výkonu v době jedné periody

P =
1

T

∫ T

0

p(t)dt = UI cosϕ [W]

• Činný výkon odpov́ıdá nevratným změnám elektrické energie na jinou formu

8 VÝKON V HARMONICKÝCH OBVODECH
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• Okamžitá hodnota výkonu jalové složky pj(t) = UIj cos 2ωt)

• Středńı hodnota jalové složky proudu je nulová. Jalová složka během periody nabývá
kladných i záporných hodnot a odpov́ıdá periodickým vratným výměnám energie
mezi vněǰśım obvodem a dvojpólem. Při kladných hodnotách dodává zdroj energii
do dvojpólu, při záporných hodnotách dodává dvojpól energii zpět do zdroje.

• Jalový výkon je výkon jalové složky proudu

Q = UIj = UI sinϕ [VAr]

• Rozměr VAr (voltampér reaktančńı) je stejný jako W (watt), ale má jiný fyzikálńı
význam.

• Zdánlivý výkon je v jednotkách voltampér̊u. Na něm záviśı celkové rozměry a
energetické možnosti energetických elektrických stroj̊u (generátory, transformátory).

S = UI = P 2 + Q2 [VA]

• Účińık je definován jako cosϕ

8 VÝKON V HARMONICKÝCH OBVODECH
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Komplexńı výkon Ŝ

• Vycháźıme z fázor̊u Û = Uej·ϕ0U , Î = Iej·ϕ0I

• Definujeme komplexńı výkon Ŝ:

Ŝ = Û · Î∗ = U · I · ej·(ϕ0U−ϕ0I) = U · I · ej·∆ϕ = UI cosϕ+ j ·UI sinϕ = P + j ·Q

• Potom je P = Re{Ŝ}, Q = Im{Ŝ} a S = |Ŝ|

8 VÝKON V HARMONICKÝCH OBVODECH
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9 Př́ıklady

Př́ıklad 5 1: Určete pr̊uběh sdruženého napět́ı uUV .

Zadáno:

uU = 325 sin(2πf · t)
uV = 325 sin(2πf · t–2π

3 )

uW = 325 sin(2πf · t + 2π
3 )

uU

uV

uW

uUV

9 PŘÍKLADY
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Př́ıklad 5 2: V ustáleném obvodu určete pr̊uběh proudu iC.

Zadáno:

u = 10 sin(100 · t)
R = 400 Ω, L = 1 H, C = 20 µF u

R
L C

9 PŘÍKLADY
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Př́ıklad 5 3: V ustáleném obvodu určete pr̊uběh proudu iR a napět́ı uR.

Zadáno:

u = 5 sin(200 · t)
i = 0.2 sin(100 · t− 2)

R = 500 Ω, L = 1 H, C = 5 µF
iRu

L C

9 PŘÍKLADY
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